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Resumen — En este articulo se presenta un procedimiento para derivar de forma analitica la region posible para
la region accesible de un manipulador de tres pares de revolucion. La region posible es el espacio dentro del
cual se puede obtener una region accesible de un manipulador en funcién de los vinculos de alcance asignados.
Esta region posible ha sido obtenida de manera analitica y geométrica, interceptando cada una de las regiones
posibles delimitadas por las expresiones de los coeficientes estructurales del manipulador, las cuales son dedu-
cidas a partir de la expresion analitica de la envolvente de un toro. Se incluye un ejemplo ilustrativo para un
manipulador genérico de tres pares de revolucion con una configuracion especifica de las dimensiones de las ba-
rras, donde se muestra la regién posible para su region accesible..
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1. INTRODUCCION

El espacio de trabajo constituye una caracteristica fundamental de los robots, sea para el disefio como
para el uso en aplicaciones adecuadamente justificadas. El objetivo de este articulo ha sido canalizado
principalmente en obtener la region posible para el espacio de trabajo de un manipulador genérico de tres
pares de revolucion, como extensién del procedimiento presentado en [1] para el caso de manipuladores
de dos pares de revolucion. La region posible puede definirse como la regién del espacio cuyos puntos
son posibles para el espacio de trabajo de un manipulador, ya que cumplen las condiciones que determi-
nan dicha region posible. El espacio de trabajo de un robot manipulador se define como la region del es-
pacio compuesta por todos los puntos que pueden ser alcanzados por el elemento terminal de un manipu-
lador. Utilizando dicha regién posible se pueden obtener manipuladores 3R con un espacio de trabajo
deseado para aplicaciones especificas dentro de la region posible. Por esta razon, como parte del proceso
de disefio y optimizacion de un robot manipulador, se han considerado principalmente las caracteristicas
del espacio de trabajo que se desea obtener, como es ilustrado en [2-4]. Debido a la importancia de las
caracteristicas del espacio de trabajo de un robot, se han desarrollado diferentes estudios analiticos de
dichas caracteristicas en robots seriales de dos pares rotacionales, [5-6], tres pares rotacionales, [7-12], n-
pares rotacionales, [13], y también manipuladores paralelos, [4,14-16].

Se muestra un procedimiento analitico para determinar dicha region posible, que consiste en manipular
de manera algebraica la ecuacion de la envoltura de un toro, en busca de obtener expresiones analiticas de
los coeficientes estructurales del manipulador de tres pares de revolucion. La naturaleza algebraica de la
formulacion propuesta puede ser también usada para el andlisis de manipuladores seriales con mas de tres
pares de revolucion, usando una extension apropiada de la formula de la envolvente del toro para la ob-
tencion de su region accesible, como es propuesto en [13].
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2. UNA FORMULACION PARA DETERMINAR LA REGION POSIBLE PARA EL ESPACIO
DE TRABAJO

Se desea determinar la region posible para el espacio de trabajo del manipulador con tres pares de rota-
cion de la Fig. 1, cuyos parametros de Harternberg y Denavit son ai, az, as, da, dz, 01 'y alp.

Especificamente, los parametros as, a, Y as, constituyen las distancias a lo largo de las normales comu-
nes entre los ejes Z1 y Z,, los ejes Z, y Zs, el eje Zz y el punto de referencia H del elemento terminal del
manipulador; los valores de d, y d3 son las magnitudes a lo largo de los ejes Z,y Zs; los dngulos a1 y o
constituyen los angulos de desfase entre los ejes Z; y Z, y los ejes Z, y Zs, del robot manipulador de la
Fig. 1, respectivamente. Los angulos &, & y &, son los angulos de rotacién de los tres pares de revolu-
cién, medidos entre los ejes X'y Xi, los ejes X1 y X>, los ejes X, y X3, respectivamente. Es importante notar
que el valor del parametro d; es irrelevante al momento de determinar el espacio de trabajo del robot ma-
nipulador, debido a que el aporte de este parametro es el de subir y bajar dicho espacio de trabajo.

La obtencion del espacio de trabajo del robot manipulador de la Fig. 1 se puede realizar a través del
empleo de una formulacién algebraica del contorno externo del toro, previamente obtenida en [1, 5, 7, 8,
10, 13]. El proceso de generacion del toro, [18], consiste en el giro de una superficie toroidal alrededor
del primer eje del robot Z;, coincidente con el eje Z del sistema de referencia fijo, Fig. 1. La superficie
toroidal se genera rotando alrededor del eje Z, la circunferencia que se obtiene al rotar el punto H del
elemento terminal alrededor del eje Zs;, como ha sido ilustrado en [19].

Después de algunas manipulaciones de naturaleza algebraica de las ecuaciones de la envoltura de un to-
ro, se pueden obtener expresiones de los alcances radial » y axial z de los puntos de la frontera del espacio
de trabajo en la forma [1],
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en donde 4, B, C, D, E, F'y G han sido denominados como los coeficientes estructurales, los cuales son
funcion de los parametros de disefio de la estructura y estan definidos por medio de las expresiones
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Fig. 1. Modelo cinematico de un brazo manipulador genérico de tres pares de revolucion definido por los parametros de
Harternberg y Denavit.

Los parametros », y z, de (3) representan los alcances radiales y axiales del punto A cuando se toma en
consideracion la superficie toroidal generada Gnicamente por los angulos & vy &.

Reagrupando las expresiones (1) y (2) de la frontera del espacio de trabajo, se pueden obtener dos nue-
vas expresiones de los alcances radial » y axial z que permitan una mejor manipulacion de los parametros
contenidos en ellas, de la forma

___FG-0+DT @
C

2= (— AT?C?E + EF*G* -2EFGQ+2EFGDT + EQ? —2EQDT + ED*T*? +TC2FG2)+
- T?C*E

(rc*Go+17C?F)
T?C%E
donde los nuevos coeficientes 7'y Q pueden expresarse como
T=(E*+G?) (6)
0= [-E(F* - B(E* + G*)]?

Con el uso de las ecuaciones (4) y (5) y conociendo las coordenadas r; y z; de los cuatro puntos caracte-
risticos P*, P,, Pz y P, de la frontera del espacio de trabajo del manipulador genérico de tres pares de
revolucion, es posible construir un sistema de ecuaciones lineales en funcién de las variables 4, B, C, D,

()
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E, F'y G, que son las incognitas del problema. Explicitando este sistema de ecuaciones lineales, se obtie-
ne:

It = A+, F +v,
Zpe = V3B? +v,D +v,G )

re, = A+v,G+v,

Zpy = v3B2 +v,D+vgF

rﬁe, =4+ vgli’2 + Vi
Zpy =V, D+
r,§4 =A+v,C+vD+v,
Zpa = V4D +visE +v5G.
siendo rp+, zp<; rpo, Zp2; ¥p3, Zp3, Vray Zps 1S COOrdenadas radiales y axiales de los puntos P*, P,, Pz y Py.

Las expresiones (4) y (5) han sido obtenidas al compactar las Ecs. (1) y (2), con la finalidad de realizar
el sistema de ecuaciones en forma matricial:

lO=m (8)
siendo
I=[AB°CDEFG1]

M = [ 7" zp 102" Zpp T'p3” Zp3 pa” Zpa |1 9
10 0 0 0 v, 0 ]
0Ov 0 v, 0 0O w O
1 0 0 0 0 0 v v
0= 0O vw 0 v 0 v 0 O
1 v 0 0 0 0 0 v
00 0 v 0 0O 0 v,
1 0 v, vg 0 0 0 v
00 0 v, vg 0O v 0]

En particular puede observarse que en la Ec. (9) el vector m es el vector de las coordenadas de los 4
puntos asignados de la frontera del espacio de trabajo del manipulador; el vector | es el vector de incégni-
tas de los coeficientes estructurales 4, B, C, D, E, F'y G de la Ec. (3) y la matriz O es la matriz de cons-
tantes asignadas de la Ec. (7) cuyas expresiones han sido ilustradas en el Apéndice 1. Es importante des-
tacar que el ultimo termino del vector | es 1, debido a que constituye el termino independiente del sistema
de ecuaciones lineales (7) que hace cuadrada la matriz O.

El sistema de ecuaciones lineales (7) esta constituido por 8 ecuaciones, de las cuales cuatro de ellas de-
penden del alcance radial » de los puntos de la frontera de la region accesible del manipulador de tres
pares de revolucion y constituyen diversas formas de escribir la Ec. (5). Es posible escribir la Ec. (5) de
cuatro formas diferentes escogiendo los parametros A, B, C, D, E, F'y G, unos como variables y otros
como constantes. Un ejemplo de ello, es la primera ecuacion del sistema de ecuaciones (7) en donde los
parametros escogidos como variables son 4 y F, y los demas parametros pueden ser escogidos como
constantes. Las restantes cuatro ecuaciones del sistema de ecuaciones (7), dependientes del alcance axial
de los puntos de la frontera de la region accesible del manipulador, constituyen cuatro diversas formas de
escribir la Ec. (4). El sistema de ecuaciones lineales (7) ha sido construido de esta forma con la finalidad
de desarrollar el sistema de ecuaciones en forma matricial (8).

El vector de incdgnitas | puede obtenerse invirtiendo la Ec. (8) como
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l=mO™ (10)

Extrayendo del vector | cada una de las expresiones de 4, B, C, D, E, F'y G, reagrupando y manipulan-
do estas expresiones, es posible obtener los valores de los coeficientes estructurales en funcién de los
parametros jy j; Y u; de la forma
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Las expresiones de los parametros j;; j; Y u; estan incluidas en el Apéndice 2. Cabe destacar que los va-
lores de los parametros p; son dependientes de los parametros j;, j; Y u;, Y por esta razon ha sido posible
obtener los valores de los coeficientes estructurales de las Ecs. (11) en funcién de estos Ultimos y de los
alcances radial y axial de los cuatro puntos asignados contenidos en la frontera de la region accesible del
robot manipulador genérico de tres pares revolucion de la Fig. 1.

3. REGION POSIBLE PARA EL REGION ACCESIBLE

La expresién analitica de la superficie toroidal tiene cuatro coeficientes estructurales, y por esta razén la
formulacion para determinar una superficie toroidal especifica necesita cuatro puntos conocidos de la
envoltura, como se ilustra en [1]. La expresion analitica de la envoltura de un toro tiene siete coeficientes
estructurales, como es mostrado en las Ecs. (1) y (2). Sin embardo debido a la naturaleza algebraica de la
formulacion propuesta, para determinar un toro especifico igualmente son necesarios cuatro puntos cono-
cidos de la frontera de la region accesible del manipulador genérico de tres pares de revolucion, que
hacen posible obtener ocho ecuaciones: cuatro ecuaciones del alcance radial », mostradas en (1) y cuatro
ecuaciones del alcance axial z, mostradas en (2), que permiten determinar las expresiones de los siete
coeficientes estructurales 4, B, C, D, E, F'y G, siguiendo el analisis ilustrado con las Ecs. (1) a (11).
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De esta forma, las constantes de las expresiones analiticas en (11) que definen la regidn posible para la
region accesible del manipulador genérico de tres pares de revolucion, pueden ser restringidas a cuatro
especificos puntos asignados P*, P,, P3 y Py, de los cuales P,, Pz y P, pueden ser asignados y el cuarto
punto P* se obtiene con la interseccién de las curvas que constituyen las fronteras de la region posible Fy,
para la region accesible de un manipulador genérico de tres pares de revolucion. El cuarto punto P* puede
utilizarse como variable para identificar areas de la regién posible que cumplan con las restricciones basi-
cas para los coeficientes estructurales seguln las siguientes definiciones:

e El coeficiente estructural 4 debe ser positivo y por ello la subregion posible R, para la region
accesible puede ser definida como

R, ={ryz,.): 4> 0] (12)

o El coeficiente estructural B debe tener un valor real y por ello la subregién posible Ry para la
region accesible puede ser definida como

Ry ={rrz,.): B 20} (13)

e El coeficiente estructural C no puede ser cero y por ello la subregion posible Rc para la region
accesible puede ser definida

Re =1y z,0):C % 0§ (14)

o El coeficiente estructural D debe ser negativo y por ello la subregién posible Ry para la region
accesible puede ser definida como

Ry ={ryz,):D<0f (15)

e El coeficiente estructural £ no puede ser cero y por ello la subregion posible Rz para la region
accesible puede ser definida

R. = {(rp*,zp*): E# 0} (16)

o El coeficiente estructural F debe ser positivo y por ello la subregion posible Ry para la region
accesible puede ser definida como

Ry = 2,0 ): F2 0] (17)

o El coeficiente estructural G debe ser negativo y por ello la subregién posible R; para la region
accesible puede ser definida como

Rg ={r,ez,.):G<0} (18)

En particular, la anteriormente definida subregién posible R, de un manipulador genérico de tres pares
de revolucion se compone de todos los puntos en donde los valores 4 > 0 debido a que la expresion del
coeficiente estructural 4 de la Ec. (3), presenta todos sus coeficientes elevados al cuadrado, lo cual obliga
a tener valores de A siempre positivos. La geometria tipica de R, se muestra en Fig. 2.

Igualmente, la subregién posible R se compone de todos los puntos en donde los valores de B2 > 0 de-
bido a que la expresion del coeficiente estructural B de las Ecs. (11), siempre arrojara valores de B reales,
por estar éste elevado al cuadrado. La geometria tipica de R se muestra en la Fig. 3.

Anélogamente, la subregion posible Rc se compone de todos los puntos en donde se haya C = 0 debido
a que en la expresion del alcance axial z de la Ec. (2) el coeficiente estructural C est& ubicado en el deno-
minador. La geometria tipica de R se muestra en la Fig. 4.

La subregion posible Ry se compone de todos los puntos en donde se haya D < 0, debido a la expresion
en la Ec. (3). La geometria tipica de R, se muestra en la Fig. 5.
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Fig. 2. Geometria tipica de la subregidn posible R, definida
por la Ec. (12).
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Fig. 4. Geometria tipica de la subregién posible R definida
por la Ec. (14).
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Fig. 6. Geometria tipica de la subregion posible Ry definida
por la Ec. (16).
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Fig. 3. Geometria tipica de la subregion posible Ry definida
por la Ec. (13).
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Fig. 5. Geometria tipica de la subregion posible R, definida
por la Ec. (15).
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Fig. 7. Geometria tipica de la subregion posible R definida
por la Ec. (17).
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Fig. 8. Geometria tipica de la subregidn posible R; dada por la Ec. (18).

La subregidn posible Rx se compone de todos los puntos en donde se haya E = 0 debido a que en la ex-
presién del alcance radial » de la Ec. (1) el coeficiente estructural £ esta ubicado en el denominador. La
geometria tipica de Rx se muestra en la Fig. 6.

La subregién posible Ry se compone de todos los puntos en donde se haya F > 0 debido a la expresion
en la Ec. (3). La geometria tipica de R» se muestra en la Fig. 7.

Finalmente, la subregion posible Rs se compone de todos los puntos en donde se haya G < 0 debido a la
expresion en la Ec. (3). La geometria tipica de R; se muestra en la Fig. 8.

Las anteriormente mencionadas subregiones definidas por las Ecs. (12) a (18), pueden ser obtenidas
analiticamente usando las Ecs. (11), con la finalidad de determinar las expresiones de las curvas que de-
limitan las subregiones posibles, a través de las condiciones limites 4 =0, B?°=0,C=0,D=0,E=0, F =
0y G = 0. De esta manera considerando simultaneamente los vinculos de las subregiones, la region posi-
ble Fpuede ser determinada a través de las subregiones posibles como

Fy =(Rg mRB)_{[(RA —R,)U(R; =R )U(R, _Ré)]m[RD _Rb]} (19)
con
R/ =Ry-Rr
Ry =Rg-Rp (20)
R =Rc—Rg
Rp’=Rp - Rr.

donde M es el operador de interseccion y U es el operador union.

Las subregiones posibles Ry, Rc, Rp Y Ri al ser analizadas separadamente presentan un comportamiento
concordante con sus anteriormente definidas restricciones. Sin embargo, al analizar el comportamiento de
estas cuatro regiones en conjunto se ha podido observar que tomando en cuenta las subregiones posibles
Rr Yy R, ellas cambian las respuestas a sus anteriormente definidas restricciones, por un efecto directo de
la subregion Rren las subregiones R4, Ry Rp Y de la subregion R en la subregion Rc. Por esta razon, las
regiones (R,— R.’), (Re — Rg), (Re— R’ Y (Rp — Rp’), son definidas como regiones no posibles para el
espacio de trabajo del manipulador. Es importante destacar que no toda la region (Rp,— Rp’) no es posible,
debido a que la subregion Rp cambia su comportamiento por efecto de Rg, pero no por efecto de Rs Y Rp.

Entonces la region [Rp N Rg N Rp] = [(R4— R4) U (Re— R") U (Re— R(')] dentro de Rp — Rp’, es una
regién posible para el espacio de trabajo de un manipulador genérico con tres pares de revolucién.

Analizando el anteriormente formulado procedimiento para determinar la regién posible Fy de un ma-
nipulador genérico de tres pares de revolucion, esta regién es identificada como las areas dentro de las
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cuales el espacio de trabajo en forma de un toro puede ser obtenido dados cuatro puntos asignados de su
frontera. De esta forma puede ser disefiado un manipulador tomando como referencia los puntos de su
elemento terminal que pasan por dichos cuatro puntos conocidos.

4. EJEMPLO NUMERICO

Se incluye un ejemplo numérico para mostrar la validez y fiabilidad del analisis propuesto. Las Figs. 2 a
8 muestran las subregiones posibles para el espacio de trabajo del manipulador genérico de tres pares de
revolucion de la Fig. 1 compuesta por siete diferentes subregiones R4, Rz, Rc, Rp, Rg, Rr Yy Rg. Ha sido
definida, para el ejemplo numérico, una especifica estructura del manipulador cuyos parametros de Har-
ternberg y Denavit han sido asignados como: a; = 1,613u; a; = 0,549u; az = 1,571u; d, = 3,192u; d; =
0,316u; oy =0,9006u y o, =1,3361u, siendo « la unidad de longitud y los dngulos expresados en radianes.

Particularmente, en las Figs. 2 a 8 se muestran las curvas 4 =0, 32=0,C=0,D=0,E=0,F=0,G =
0, que contienen las subregiones posibles correspondientes a los coeficientes estructurales que se han
utilizados en las definiciones de las Ecs. (12) a (18).

En las Figs. 9 a 12, estan sefialadas por las zonas grises las subregiones posibles de la region accesible
definidas por las Ecs. (20) utilizando las Ecs. (12) a (19).

Cabe destacar gque la forma de las curvas 4 = 0, B?’=0,C=0,D=0,E=0,F=0 y G =0 es parabolica
debido a la expresion cuadratica de las Ecs. (11) en funcion de 7p;.

Finalmente en la Fig. 13 se representa el resultado obtenido con la formulacion propuesta. Esta figura
ha sido determinada a través de las uniones y las intersecciones de las Figs. 2 a 12 segun la Ec. (19). En la
region posible Fw para la region accesible, ilustrada en la Fig. 13 con la zona de color gris, los puntos de
las curvas limites 4 =0, C =0y E = 0, no forman parte de la region posible, debido a que los valores de
los puntos de las subregiones posibles R4, Rc y R estan definidos como diferentes de cero en las Ecs.
(12), (14) y (16), respectivamente.

5. CONCLUSION

En este articulo se ha ilustrado un procedimiento analitico para determinar la region posible para el es-
pacio de trabajo de un manipulador genérico con tres pares de revolucion.

Una formulacién basada en la ecuacion general del toro ha sido usada para derivar las expresiones de
los coeficientes estructurales del manipulador. Se han restringido analiticamente las expresiones de los
coeficientes estructurales, para definir las subregiones que componen la region posible para el espacio de
trabajo de un manipulador. Las subregiones posibles han sido obtenidas definiendo cuatro puntos conoci-
dos de la frontera de la regién accesible del manipulador. La finalidad del procedimiento propuesto es
obtener una region posible que contenga puntos deseables para una region accesible de un manipulador
con tres pares de revolucién. Con este procedimiento es posible identificar los manipuladores, utilizando
una region posible deseable dentro del espacio de trabajo. Un proceso especifico de disefio podria ser el
argumento a seguir para futuros desarrollos de la formulacion propuesta.
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FEASIBLE REGION FOR THE WORKSPACE OF A GENERAL MANIPULATOR
WITH THREE REVOLUTE JOINTS

Abstract — In this paper we have presented a procedure for determining the feasible region for the workspace of
a manipulator with three revolute joints. A feasible region is a region within which is possible to obtain a work-
space of a manipulator as a function of prescribed reach constraints. The feasible region has been defined
through a formulation and geometrical interpretation by using feasible subregions that are identified through the
expressions of manipulator structural coefficients. Those coefficients are defined in an algebraic formulation for
the boundary surface of a ring workspace. An illustrative examples for a given manipulator is reported to show
the geometry of the feasible region for its workspace.
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